Chapitre : Trigonométrie

Premiere S

1 Leradian:unité de mesure d’angle

Définition 1. Soit C un cercle de centre O et de rayon 1.
Un radian est la mesure d’'un angle au centre qui intercepte un arc de longueur 1 du cercle.

La mesure en radians d'un angle au centre est donc la longueur de l'arc que l'angle intercepte sur le

cercleC.

Propriétés 1. La mesure d'un angle en radians est proportionnelle a sa mesure en degrés.

Tableau de proportionnalité :

en radian

mesure de 'angle | 360° | 180° | 90° | 60° | 45° | 30° x
en degré
, b1 /4 b1 /4 XX
longueur de l'arc | 27 T - — — -
. 2 3 4 6 180
du cercle trigono-
métrique
, T /A T /A XXTT
mesure de l'angle | 27 /4 — | = =1 =
2 3 4 6 180

2 Le cercle trigonométrique

On oriente les cercles du plan en choisissant un sens positif (ou direct) : le sens positif est le sens

contraire des aiguilles d'une montre.
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Définition 2.

Un cercle trigonométrique est un cercle dont le rayon est égal +
a 1 et qui est orienté dans le sens direct (on dit aussi le sens
positif).

I S

Lalongueur du cercle trigonométrique est 27
. . T
Lalongueur du quart de cercle trigonométrique est >

3 Mesures d’'un angle orienté de deux vecteurs

3.1 Mesures

Définition 3.
Soient U, UV deux vecteurs non nuls du plan. Langle orienté des vecteurs UetT estle couple (w, 7).

Pour mesurer cet angle on se place dans un cercle trigonométrique ¢ de centre O.

N

No
Nt
%W
(@)

1l existe deux points M et N uniques tels que % = OM et 7 = ON.

On appelle M et Ny les intersections du cercle et des demi-droites [OM) et [ON) .

Une mesure a de (i, V) est la longueur d’'un trajet de My a N sur le cercle ¢, affecté d'un signe + si
le sens du parcours est le sens direct, d'un signe - si le sens du parcours est le sens indirect.

<

s, r . . s (—> —> —_—> —>
Propriétés 2. Sia est une mesure de l'angle orienté ( u, v ), alors l'ensemble des mesures de ( u, 1/) est

l'ensemble des nombresa + k2n ,keZ

Onnote (U, V) = a + k2 les mesures de I'angle orienté (U, V)
B
Ainsi dans la figure ci-contre :
—_— —> T —> —> T
(CB, CA) =2 v kom; (BC,BA) -~ k2
N 6
(AB,AC) - Z4k2n keZ
2 [
A C

Remarque:
(. 2) - . )
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3.2 Mesure principale

2 o e —> - . . .
Définition 4. u et v étant deux vecteurs non nuls du plan, il existe une unique mesure de l'angle

orienté (U, V) appartenant a l'intervalle] — 7, 71). Cette mesure est appelée mesure principale de l'angle
— —
(U, 7).

Cette mesure correspond au trajet le plus court de My a N sur le cercle.

3.3 Vecteurs colinéaires

Les vecteurs U et U non nuls sont colinéaires si et seulementsi (#, V) =0+ k2r oun + k2m, keZ
— —>
ABC alignés si et seulement si (AB,AC) =kn, keZ

(AB) / /(CD) si et seulement si (IB: @) =kn, keZ
3.4 Vecteurs orthogonaux

7
Les vecteurs ¥ et U non nuls sont orthogonaux si et seulement si (#, 7) = > +kn, keZ

4 Mesure d’'un angle géométrique

4.1 Définition

Définition 5. Soit A, P et Q trois points distincts deux a deux. Si a est la mesure principale de l'angle
—_ —>

orienté (AP, AQ), alors la mesure en radians de l'angle géométrique PAQ est |a|.

La mesure en radians d’'un angle géométrique est comprise entre 0 et 1.

5 Cosinus et Sinus

5.1 Définition

Déﬁnitign _§ Dans le plan muni d’'un repére orthonormé di- ina \

rect (O, i, j), on considere le cercle trigonométrique de centre @
0.

A tout réel a on associe le point M sur le cercle tel que « soit N
une mesure de l'angle (7, O_]\Z) 0 Cos

cosa est l'abscisse de M
sin a est l'ordonnée de M
On note M (cos a,sin «)

Propriétés 3. Va e R,-1<cosa<1

aeR,-1<sina<l

a € R,sin®a +cos?a =1

a€R,cos(a+k2m) =cosa et @ € R,sin(a + k27) =sina VkeZ

Définition 7. Le cosinus et le sinus d’'un angle orienté sont respectivement le cosinus et le sinus d'une
mesure quelconque de cet angle.
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5.2 Lesvaleurs remarquables

/4 /4 /4 /4
a 0 — — — —
6 4 3 2
. 1 | V2| V3
sina | 0 — — | — 1
2 2 2
V3 V2| 1
cosa | 1| — | — — 0
2 2 2

5.3 Configuration du rectangle

T+X

cos(m—x) =—cosXx cos(m+ x) =—cosx
sin(w — x) =sinx sin(w + x) = —sinx

5.4 Configuration du triangle

M et M’ sont symétriques par rapport a la 1¢"¢ bissectrice
d’équation y = x.

7-[ .
Donc cos > X|=sinx

. T
sSin E—x = COS Xx.

M’ et M" sont symétriques par rapport a I'axe des ordon-

nées.

Y4 m .
Donc cos 5T X|=—cos| o —x|=-sinx

. ]T . ]r
sin| =+ x| =sin| —— x| =cosx.
2 2
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5.5 Equations

Exemples :
V3
1. Résoudre cosx = Y
V3
CoSx=——
2
51
x=—+k2n
6
- ou keZ
51
x=——+k2n
6

1
2. Résoudre sin3x = 3

1
sin3x=—
2
51
3x=—+k2n b4
6 6
— 1 ou keZ
3x=—+k2n
6
51 27
X=—+k—
18 3
— A ou keZ
T 27
X=—+k—
18 3

Les solutions dans 'intervalle [0, 27] sont :
n 5m 13n 177 257 297
Si0,27) =

1818 18’ 18" 18’ 18

Celles dans I'intervalle [—, 7] sont :
1l 7n n 57 13n 17w
Sl-mm =3~

18’ 18’1818’ 18”18
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6 EXERCICES: Les exercices de base

1. Déterminer :
271 51 7
a. sin|— b. cos|— c. sin|—
3 6 6

T 4w 3n
d. sin (— —) e. cos (—) f. sin (— —)
4 3 2

T

2. Sachant que x € 27

(a) Déterminer cos x sachant que sinx = —

“| 35

(b) Déterminer sin x sachant que cos x = — 3

3. Résoudre sur [-7, 7] :

V2 1 V3 2
a. cosx=-—— b. sinx=-— C. —COSX=—— d. sinx=-——
2 2 2 2
4. Résoudre sur [—,37] :
vz ! V3 3
a. cosx=— b. sinx=-- C. COSxX=—— d. sinx=—
2 2 2 2
5. Résoudre sur [-7, 7] :
1 T \/§
a. cos’x=-— b. 4sin?x-3=0 c. cos|lx——|=——
2 4 2
6. Résoudre sur [-7, 7] :
1
a. cosxsg b. sinx=0 c. sinxcosx=0
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7 EXERCICES: Les exercices de base (corrigés)

21 b4 7T V3
1. a. sin|—|=sin{n—=|=sin|=|=—
3 3 3 2
5n T T \/§
b. cos|—|=cos|n—=|=-cos|=|=——
6 6 6 2
7 T T 1
C. sin|l —|=sinlz+—|=-sin|—-|=—-—-—
6 6 6 2
i1 T V2
d. sin|-—|=-sin|—|=—-——
4 2

==
3n 3 T T
f. sin|-—|=-sin|—|=-sin|7n+—|=sin|=|=1

T
2. Onsaitque x € > 7| et on utilise la relation sin?x + cos2x = 1.
. V3 . V3 1
(@) sinx= ?donccoszx: 1-sin?x=1- Y 2= 1_§

Léquation cos?

tion négative, a savoir :

2
cosx=-1/ -
3

1 1
(b) cosx:—édoncsinzx:l—coszx:1— -5 2-1-

Léquation sin?

tion positive, a savoir :

V3

sinx=—

3. Résoudre sur [, 7] :

V2

a. cosx=-——
2

wl N

X = 3 a deux solutions mais comme x €

xX= 3 a deux solutions mais comme x €

, on ne gardera que la solu-

27| on ne gardera que la solu-

On proceéde de la méme facon et on obtient :
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b8
xX=—=
1 6
b. sinx=- < ou
2
5w
xX=—
6
/4
Xx=—-
V3 V3 6
C. —COSX=—— <= COSX= — ou
/s
X=-—
6
b8
XxX=-—
V2 4
d. sinx=-— < ou
2
3n
X=—-—
4
4. Résoudre sur [—,37] :
N
a.cosx=—
2
X=-—
4
ou
X=—
V2 4
COSX = — < { ou
2
T
xX=—
4
ou
9
xX=—
On procéde de la méme facon et on
obtient :
1 V3
b. sinx=—§ C. COSXx=——
5w 5m
X=—-— X=—-—
6 6
ou ou
X=-—— X=——
6 6
— < ou = ou
7 7
X =— XxX=—
6 6
ou ou
117 117
xX=— X=—
64 64
5. Résoudre sur [-7, 7] :
1
a.cos?x=—
2
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, 1 V2 V2
COS“X=— <= COSX=—O0U COSX = ———
2 2 2
) 37 7 b4 37
Soitx=—-—oux=—-—oux=-—-oux=—
4 4 4
b.4sin?x-3=0
" . . V3 V3
4sin’x-3=0 < (2sinx—v3)2sinx+v3)=0 = s1nx:70u s1nx:—7
) 27 b/ T 27
Soitx=——oux=—-—oux=—oux=—
m V3
c.cos|x——|=——
2
T \/§ T 51 b AY/ 4 7 137 )
cos|{x——-]|=—— < x— — =——o0ou x— —= —s0it x = —— ou x = ——— mais sur [-7m, 7]
4 2 4 6 4 6 12 12
i
seul convient x = ——
12
6. Résoudre sur [-7, 7] :
1
a.COSX < —
2
V2
CoSx < —
2
/4 b/
<— x€l|-m;——|u|—=7m
3 3
b.sinx=0
sinx=0 < xe€[0;n].
c.sinxcosx =0
] b4 b4
sinxcosx=0 < x€ |-m;——| U O;E
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